V-15 (1 h1 min) 5-Abril-2019 Funcion de Green
Resumen de Miguel Cafiizares con Condiciones de Contorno

La Funcion de Green, correspondiente a una ecuacion diferencial [A]f(x) = g(x), vimos en (II) de resumen del V-14
que debe cumplir: [A]G(x,x") = 6(x — x")

En el V-14 hallamos la F.de Green G(x, x°) sin imponerle ninguna condicién de contorno, utilizando la T.de Fourier.
Si consideramos la F. Green con condiciones de contorno [p. ej G(-L/2, x") = 0 y G(+L/2, x") = 0] no se puede utilizar
la TF con integrales extendidas a = co. Podemos ahora utilizar dos métodos:

1° METODO: resolver de forma tradicional la ecuacién [A]G(x, x) = 6(x — x")

Lo aplicaremos para el mismo EJEMPLO, visto en V-14, de ecuacion diferencial: [;—; - 1] fx)=gx)
Condiciones de contorno: G(-L/2, x") =0y G(+L/2,x) =0

La F.Green no depende de como sea g(x), que si serd relevante para hallar f(x) = f::o G(x,x") g(x’) dx’

2
En nuestro ejemplo la (IT) de resumen del V-14 es: [% — 1] Glx,x)=06(x—x")
2 -,
a Zixz’x) —G(x,x)=0
Esta ecuacion homogénea se resuelve de forma tradicional: 12 —1=0 - 1=41 = G(x,x") = C;e* + C,e™*
La Delta de Dirac divide el eje X en dos zonas, cuando x < x”y cuando x > x. Las constantes C; y C, seran diferentes
para ambas zonas y las tendremos que calcular con las condiciones de contorno siguientes:

Para cualquier valor de x # x"(segun la Delta Dirac) la ecuacion es:

Parax <x: G(x,x") = ae* + be ™ 1°condicién: G(=L/2,x) =0 = ae /2 + betl/2 =0
Parax > X" G(x,x") = ce* + de™ 2*condicién: G(+L/2,x)=0 = ce™ /2 +de /2 =0

3* condicion: Continuidad de G(x, x°) implica que, en x = x”, debe ser igual el valor de la funcién que viene de la
izquierda y el valor de la funcién que viene de la derecha:  ae* + be™ = ce* +de™

4% condicién: Para x = x”: Utilizamos que la integral de la Delta de Dirac (drea encerrada) debe ser la unidad:

f;j; Sx—xNdx=1 = fx’+£ [dzc(x'x,)

x—e | dxz G(x, X')] dx =1 considerando que € — 0

G(x, x”) es continua, pero sus derivadas no lo son. Por eso, cuando € — 0 y los limites de integracion son el mismo, la
integral de G(x, x°) es nula, pero no la integral de su derivada segunda G”(x, x°). Por lo tanto, la condicién queda:

fx’+£ d?G(x,x")
x'—€ dx?

aG(x,x")
dx

x'+e
dx = [ ] =1 Hacemos las derivadas de G(x, x’) para ambas zonas.
X —&

aG(x,x") _

Cuando x < x™: ae® —be™* sustituyendo por limite inferior: ae* ~¢ — be~(*~9)

X
. dG(xx’ _ . L. . ’ —(x
Cuando x >x"; L&Y — cox _ go=x sustituyendo por limite superior: ce* *¢ — de~(**€)

Por lo tanto, resulta: ce* *¢ — de~(*+8) _ geX'~& 4 phe~(x'-8) = 1
Haciendo que & — 0, la 4* condicién que deben cumplir las constantes queda: ce* — de™ —ae* + be™ =1

Si se resuelve (laboriosamente) el sistema de las cuatro ecuaciones anteriores con cuatro incégnitas, hallamos las
constantes a, b, ¢ y d y podemos expresar:

Parax<x: G(x,x)= 2(1—1e2L) [(eZL—xf _ eL+x’)ex + (ex' _ eL_x')e_x]

Para x > x: G(x, x/) — ﬁ [(e—x' . eL+x’)ex + (62L+x’ . eL—x’)e—x]

Gix, x7) X Gfx, x7)

Grifica de G . y /' Grificade G
Cuando x=0 /] Cuando x=0,5
(con MatLab) / \ (con MatLab)




2° METODO: Con funciones propias del operador diferencial /D]
La ecuacion diferencial, que se va a resolver, tiene la siguiente estructura: [D]f(x) + ¢f(x) = g(x) “c” es una cte.
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EJEMPLO visto antes: %f(x) — f(x) = g(x) Eneste caso el operador diferencial es: [D] = % y c=-1
Afirmamos, que para el caso mas general de la ecuacidon diferencial (luego aplicaremos el ejemplo) la funcién de
Green se obtiene con el sumatorio siguiente:

Siendo u,(x) las funciones propias del operador /D], ,

. . ~N 0 un(x)'un(x )
que cumplen las condiciones de contorno. G(x,x") = =1 (D
A, el conjunto de valores propios asociados Antc

Para justificar la anterior férmula asimilamos la ecuacién diferencial a una ecuacién vectorial-matricial en R" con base
canénica {éM, @, ¢® M} (D)f+cf=4g

Consideramos (D) una matriz de orden N, diagonalizable — 3 1,, y @™/ (D) d™ = A,u™
Los vectores propios %™ son ortonormales y pueden considerarse una base de R".

.
Los vectores f y g pueden expresarse con componentes de base canénica €™ o de base de vectores propios u™

f=f(EeD+ @+ =FL, f;60D = a i@+ au® + - = EIL, quV)

G=018D + 8@ + . =¥V g8 = ba® + byu® 4o = $V p A

. Jo n n
A su vez, cada vector propio se puede expresar con sus componentes canonicas: 7™ = ug VgD 4 ug )@ 4 ...

Estando f y g expresados con componentes de base de vectores propios aplicamos la ecuacion: (D) f +c f =g

Teniendo en cuenta la linealidad del producto, que (D)#™ = 1,1 y agrupando por componentes, queda:

(a1/11 + Cal)ﬂ(l) + (azllz + Caz)'l_i(z) + - (aNAN + CaN)ﬂ)(N) = bl'lj(l) + bzﬂ(z) + - bN'l_l)(N)

bn
Antc

Igualando: (a,4, + ca,) = b, Las componentes a, del Vectorf (incognitas de la ecuacién) son: a, =

Deseamos encontrar las componentes del vector f, pero en la base canénica. Sabemos que cualquier componente es el

producto escalar de todo el vector por el vector de la base: f; = f @) y también que u™ - 0 = u](n)

_F.g) = (g P @4 N mn) . gl) = 2, Oy b @D, by (V)
ff f-e (/11+cu +/12+cu + AN+cu )e 11+cuj Az+cuj An+c
S b
(m)
e 3 s
J Ap+ ¢

Las componentes b, del vector § pueden expresarse:
N
bTL = g’ . 'a)(n) = (glé)(l) + 925(2) + -.-gNé)(N)) . 'a)(n) = glu:(ln) + gzugn) + .“gNuI(\]n) = z gku]((n)
k=1

Introduciéndolo en la expresion de f;:

N N N _(n) (n)
£ = Yi=1 gku](cn) oM Z U Uy
J J o+ c
n

Ik
n=1 At c k=1ln=1
Si hacemos que N — oo y consideramos :
- valores continuos del indice j , que llamamos “x” — fi=fx): u](n) - u® (%)
- valores continuos del indice &, que llamamos “x™ — Ik = g(x); u,((n) - u™(x")

El sumatorio sobre K es integral sobre x”:

+0o [ 20 () () . 7, M) (7
[{6) :f [Eu (9;) +uc (x )]g(x')dx'
% In=1 n

Comparando con (I) de resumen de V-14 justificamos la validez de la expresion (I)
El sumatorio sobre el indice “n” abarca las infinitas funciones propias que pueda tener el operador /D]




Aplicacién del calculo de funcién de Green con expresion (I) al mismo EJEMPLO de ecuacién diferencial que
hemos utilizado para hallar la funcién de Green por el primer método.

2
% f(x) —f(x) = g(x) con las mismas condiciones de contorno: G(-L/2,x)=0 y G(+L/2,x") =0

2 B -
En este caso el operador diferencial es: [D] = % y c=-1 - Gxx)=Yn1 %
2

2
Las funciones propias u,(x) del operador % cumplen: %un (x) = A, - up(x)

Las funciones que, tras derivarlas dos veces, se obtiene la misma multiplicada por una constante, pueden ser:

u(x) =senax - u” (x) =—a?-senax
u(x) = cosbx - u” (x) = —b?-cosbx
u(x) =e®”* - u’ (x) = c?-e*

Ademas, cumplir las condiciones de contorno, impuestas para la funcidon de Green:

u(—£)=0 - sen(—a£)=0 =>—a£=nn
2 2 2 2T 21n
L L a=n-T;ne[—oo+00]=>un(x)—sen—x
u<+§)=0 - sen(+a§)=0 = +a-—=nnm
u(—£)=0 - cos(—a£)=0

2 2 L bis n+2mn w+21n

L L az;=-+nr sa=—— = u,(x) = cos x
u<+§)=0 - cos<+a§)=0

L _ —c= _
u(—z)—O —e 2=0

L . -
;= +oo No se pueden cumplir condiciones de contorno

+L/2
L/2

. . T 2
que introducir unas constantes multiplicativas: u,(x) = A4 - sen%n x y u,(x) =B-cos

Ademds vamos a normalizar las funciones propias. Deben cumplir: [ u, (x) - u,(x) dx =1 para lo que habra

T+21n

+L/2 2mn 2mn _ 2 t+L/2 22 A% +L/2 ( 4mtn ) _
f_L/zAsen —x Asen——dx=1 — A f—L/Z sen?=—x -dx fL/Z 1-cos—/x)dx=1
42 sen 47mx +L/2 a2 (L sen 4mnL L sen 47m( ) 2
1 L 75 nn
> X — —m— =7<E_ T +5+ T > —L—1 = A= \[ = un(x)—\/_sen—L x
T A T T
. . . . . 2mn \2
Los valores propios asociados a esta serie de funciones propias son: 4, = — o
.. . . . . L T+27n
De forma similar, las funciones propias con cosenos, se normalizan poniendo: Un(X) = 7€0s ——x
2
. . . . . T+21TNn
Los valores propios asociados a esta otra serie de funciones propias son: 4, = — ( L )

Calculadas funciones propias y valores propios (hay dos series de u,(x) y en el video a la segunda le llama v,(x)) y la
funcién de Green se puede obtener con el sumatorio (descompuesto en uno para cada serie):

L 7T+27m L T+ 2nn
sen 2sen —7 X' 05— — X
G(x,x") = E + E

<zz’ g R

Para la obtencion exacta de G(x, x°) los sumatorios son de infinitos sumandos. No obstante, se puede programar con
MatLab, tomando L = 2, un niimero grande de sumandos (basta con 100, asi se hace en el video), para comprobar que
la grafica de G(x, x°) es igual a la obtenida con el primer método.



